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Sur quelques théorèmes d'arithmétique. 
f i r M- Larob 
à Frague-Vraobridy. 
(Prâaanté duu I» séance du 8S février 1804). 
Nous allons démontrer et généraliser quelques théorèmes que 
lions avonB tirés, il y a quelques années, des identités analytiques.1) 
Nous représentons par 
B(n) le nombre de tons les diviseurs de », y compris l'unité et le 
nombre n lui môme, 
ftL(n) la somme de tous les diviseurs du uumbre n, 
Wp, q) lo nombre des diviseurs de p supérieurs à q, 
^P» l ) 1& somme de ces diviseure-ci, 
z(p, î) le nombre des diviseurs de p non supérieurs ù, q et par 
q) leur somme; ensuite nous dénoterons 
par (a, 6) le plus grand commun diviseur des nombres a, 6, et 
„ (a, 6 | c) lo nombre (a, 6) s'il est en même temps un diviseur 
de c, et zéro dans le cas contraire. 
Rnfin nous écrirons, suivant l'usage, [2] ou E(x) pour repré-
senter le plus grand nombre entier contenu dans x. 
L 
Dans notre lettre à M1 HEBIDTE (Bulletin de M* Darboux, mai 
1888) nous avons publié sans démonstration la formule 
m, n étant deux entière positifs quelconques. 
i) Comptes Bradai da 10 jumer 1888; Bulletin de Mr. Darbora, se série 
t. l H ; OTril et mal 1888. 
(1) 
n. —•»• «.HW^IFA.i.Ai.M IJM. 1 
2 XL H. Lcrcli 
Afin do l'établir arithinétiquement, retranchons ses deux mem-
bres de la quantité £ #(m — an) en nous rappelant l'équation ôvi-
deuto 8(j>) = *(i>, î H - * ( j > , 2); il vient 
m m 
\jZ(™ — an, a) — « h « ) , 
«ml «.. .0 
ce qui est uno formule équivalente avec l'équation (1). 
A chaquu divisonr â de m an, supérieur & n, correspond un 
diviseur conjugué d qui évidemment est inférieur & 
m — cm m , . . 
— = « , de la sorte quo n n 
Il s'ensuit 
— 1 a s - « . » 
£ — on, n)z= 27jf|TO— n - —«J 
co qui permet d'écrire la formule (1) sous la forme 
[ " * r ] P î r ] - 1 . m _ 1 . 
0 * ) J ] - = 5 J ï l « — — « ) 
«r=l a = 0 ' 
qui est presque évidente. 
Reprfaentons en effet pai- âu les diviseurs de m — «n non supé-
rieurs à a et par d'Œ les diviseurs de m— cm non nip trieurs ù 
Tfl X 
— a. Je dû que Von a cette formule générale n 
(2) ^ m o = Y^fwj, ( « = 0 , i , 2 , . . , 
dans laquelle / représente une fonction quelconque. Cette formule 
n'exprime d'autre chtiBe que ce quo les nombres êa et à'K correspon-
dant aux râleur» a = 0,1, 9 , . . m diffèrent que par l'ordre. 
Tour l'établir, jo vais démoulror que, pour clwqun nombre k 
contenu dans la série 1, 2, 3 , . . . £ J ' rf« — A et 
d'pzzk ont un mémo nombre des solutions. 
Bar qaelqneB théortmes d'uritlunétique. 3 
Si l'on pose en effet <JC=:&, on trouve les a correspondants 
en résolvant la congruencu 
A ) m — « » = 0 (mod Je), 
combinée avec la condition ï — tJa ^  <r, de la sorte qu'on ne peut 
admettre que les valeurs de « contenues dans la série 
fc+i, fc+2 p ^ i r ] -
On voit de mémo que le nombre des solutions do l'équation 
dp— k équivaut an nombre des solutions de la congruencc 
B ) m — 0n == 0 (mod k ) , (i = 0, 1, 2 , . . . p - 1 k • 
Or h chaque solution 0 correspond une solution a = p -f- h ec 
réciproquement Les congruences considérées ont donc un nombre 
égal des solutions et par conséquent, le nombre h se trouve autant 
de fois parmi les âa que parmi les â'a. La formule (2) ost donc dé-
montrée, et par conséquent aussi les formules (1*) et (1). 
Désignons maintenant par tous les diviseurs du nombre 
m — an, ot retranchons de la somme rap]»ort6e à tous les 
divisenro dont les indices ont pour valeurs a = 0, 1, . . . J> 
les ilonx membres de l'équation (2) ; il vient 
m J / w = • ( « = < u . * , . . . . [ - 7 - ] ) 1 
où du représente los diviseurs do »1 — au supâriours à « , 
J m — 1 
" a n » » « a » » — a . 
En faisant f(x) = les équations (2) et (2*) deviennent re-
spectivement 
D x l [v-J-r1 M _ 1 , 
— « « , « ) = ¿ j X I w — an , — a 1, 
m [ v ] . , . 
J ] V { m - an, a) = V (m - « n , - ^ - « . 
a—0 B = 0 * 
4 XI . M. LeroK 
Duns lo raisonnement qui préeèdo non» avons considéré im 
nombre k de la série 1, 2, 3 « " J 1 n o u ö Q V 0 U S trouvé 
que k était la différence a — ß de deux solutions correspondantes 
des équations âa — fc, Sß = k. 
Naturellement, Il y a des nombres k auxquels ne correspond 
aucune do COM solutions ; nous les représenterons par fr ; du la sorte 
que l'ensemble des nombres k et fc' donne la suite 1, 2, 3, , . J. 
Nous faisons la somme 
£ k 
étendue aux valeurs de k proprement dites et chaque termo y doit 
être pris autaut de fois qu'il y n do solutions do l'équation — k. 
La somme s'écrira alors 
S ' « , ( . = i , M p - ^ ] ) 
ou bien 
D ? ] 
^Ar(»t — an , «J. 
tr=l 
Mais & cause de l'identité k = a — ¡1 ladite somme sera égule 
à la différence 
£a — 2:/3 
dans laquelle chaque uombre a ost pris autant de fois qu'il y a dos 
dfviRours (Jaj et le nombre ß autant d e fois qu'il y a des nombreB dp ; 
h savoir 
r s [v] . , . 
£ « = Vax(m - «», a), £ ß = Y ß X L _ fin, ' " " „ - - M . 
S i \ M ' 
On a par conséquent l'équation 
L n J L » J _ ^ . _ 
— Oft, « ) = J J a — on, « ) — % (m - an, — a ) , 
ou bien, en romplugut g — ™ — a|p«r la quantité équi-
Sor <iuclqiMB th(inr&nn!H d'arithm<Sti(|ur. h 
valuutu $(7a — aiř, 11) et faisant nsrtfro de la relation évidente 
•—- « « , u) — ir(*n — ß» , n) — — en, w) — ý(in — uut a ) , 
l'équutîon 
cri t"?J 
(4) J^À'fm — WH, «) fif[ï(w» — an, n) — ifrfm - au, rr)j. 
a—i 
On parvient řL dos formule» plus ííénúrnleR en prenant pour 
point de départ lus congruences 
m — «»i - U (mod k), K — lev, kr ' - 1 . . . . ' 
m — ßn O (mod ft), fl — 0, 1 7 " ] k r : 
et on trouve en particulier 
Ur nu a 
( m—-un —IV «». — —I — — a», ni ) 
e t i l R'GIIHIU I . 
nu bieu 
(ft) 
r;1] rvi 
J ] X ( « r a - an, - ) — J J — «M, r 
0 ' ' n II 
m i-vi 
J * 1 («I — «w, " j . - V ^ O n — « » , «•»!. 
ri...» • „—Il 
On vérifie de mřme les fonnulos smivniilos 
["•"] [" ' I 
« _ o * ' «=.-0 x -
6 X L M. J<erch 
f 5 ? ] f v 1 ] 
(V) <• 
• » - ; • « -
bu, ni) 
IL 
La formule (1) contient le garnie d'un théorème quo noue 
avons donné dans unn nutt» présentée il l'Académie dus Sciences de 
Paris ut démontré dans le Uullotiu de M. D A H H U L X . 
Pour l'obtenir, considérons lu diifcrence 
t4m — aa, k -f- a— 1) — — cta, k à) = . 
Elle eut l'uuité ou zéro selon que k + a eat ou n'est pas un diviseur 
do m — H'i ; comme 
m -- on m ka 
k-+u Â + tr ~~~ ° 1 
on voit quo Jc est l'unité ou xéro selon quo A -f- «F divise m -f- ka 
ou non, et pur conséquent, la somme 
P v - ] 
sera égale au nombre des tenues de la série 
4 , 4 + 1 , * - » - » 
qui divisent m ; or ce nombre ust évidemment donné par la 
(lillfirenco 
ou bien 
Mm-j-ka, k~ I) — - f - , a). 
On a donc lu formule 
m 
— <ra, k-j-ff— 1) — tfm — ffa, M - « ) ï 
a-û 
Sur quoique! thèorùiiLca d:Aiitlunétlqae. 7 
~ #(«» - \ - k a , k — 1) — x(m - j - k a , à ) . 
En y faisant successivement k = 1, 0, U , . . . A, et faisant la 
aonuiuî des rfcultute, il vient 
J] — tfi», ®) —J]*(m — aci,k-\ o) 
= V M » - ¡ - l a , A - I ) - ¡rfw» -h ht, a)] 
au bien, «n faisant uBage de la formule U), 
[ V ] 
2 — ffa, k -f a) — tfm — m, «)1 
(8) 
J = 0 
+ g [*(m + Aa, A - I ) - tfm + Aa, a)] = 0 , 
ce qui est le résultat qu'il s'agissait d'établir. 
Signalons quelques cas particuliers. En prenant 0 = 1, on a 
( 9 ) J « < » - <J, K + A ) - F ^ J « M + A , A - 1 ) = * + m 
a=o 
et en particulier, 
(10) 
•»—i * 
— « ) = m + w, « ) = 2 w . 
tuJH 
La première des formules (10) coïncide arec un théorème 
énoncé par M . C.VTAT.AX1) sous une autre forme. Non» l'ayons énoncée 
et démontrée analytiquement, avec la seconde, dans une note prA-
unntée & la Société dans la séance du 9 Novombre 1887. Ces deux 
formules ont d'oilloun été sujet d'une note de M. A. BTHNAD, publiée 
dans le ôaHopis pro péatovdnl mnthematiky a fysiky, 1888. 
•) MATUKSIH, t. II, p. 158. Voyox ATT&si une note de M. Ceeàro (Mémoire» 
de lu Hoc. do Liège, t X, y. 203). 
8 X L M. Loir,li 
Uuo remarque Li-èw intéressante UOUH a NFCÓ communiquée piir 
M . Z K I . I . K H . L U savant rocteur de Màrkgrûnliigun avait, olimrvti quo 
le nombre — a, «) éqnivnut au nombre des termos do la Hério 
v = 1, 2, 3, .... «. tels quo le rcslo do la ili vision de m par p soit 
ce qui lui a donné la formule 
m—I 
( .11 2 M — « J = 27 , 
a—I 
ou plus généralement, 
M—1 
J j .?(«>(»> — «> « ) — £t/(ttn) , 
et—1 
en représentant par tous los routes de la division du nombre 
m pur les nombres moindres, «M ou désignant, par </fu) nue foniUnn 
quelconque. 
Eu représentant par /(m) la vulour commune <les deux mombrep 
de l'équation (a) on trouve facilement In formule 
/ ( « » ) — / ( " » — 1) = 2»» — l - « ! ( « * ) 
qui donne immédiatement une autre proposition de M. Zti.i.nn, 
H savoir: L O R uonibroâ 2' et 2 " — J , Ó T « N I divisé?, pnr IOÎ: nombres 
îuoindroH. ont los sommes de restes égales. 
I1L 
Nous allons uiainteuaut établir la formule 
«—i » 
« 11) J J [tK«i + « ) — «wVi 4 - « » , "jJ — V (k, v | »/>) 
a^-0 
et on donner une extension qui KO présente immédiatement. La dif-
férence 1>(m -{- m*, a) — tK™ + ffw, «) n'étant que ln nombre des di-
viseurs de m -f- ceň contenus entro les limites (« 1 . . . . n) inclu-
sivement, UOUK aurons 
* 
Mm 4 - an, a) — ir», a) = V 
S 
Bar (inëlqucB théorèmes d'aritlimétlqiie. 9 
où ka est l'unité, si h surpasse a et divise m-j-«*. et zéro dans le 
cas contraire. 
De là nous lirons 
| M «t w—I 
J J ^ w 4 - au, u) — lum I - «Ji, a)] £ ka, 
CT^ =0 k— 1 a=0 
<> l 
ot ou voit de suite que la somme ^ ka représente lu nombre des 
a—u 
solutions do la congrueiice 
m -f- «m — 0 (mod k), 0 ^ a k, 
nombre qui évidemment est donné par la fonction (fc, » | m), ce qui 
démontre la formule (11). 
On a plus généralement, en posant 
*\niP)=:£f(ôp)t 
oil / ( » ) est une fonction quelconque et à, parcourt tous U» <ftw-
netti'B de n supérieurs >) p, la formule 
IT—1 c 
(12) + n ) — * X m - h « » . « ) ] . (A « I »0 , 
et en particulier pour flot) = r , 
«—1 n 
- j - a » , « ) — 5 V » - { - «n, a) ] = V k . (k, » 1 m), 
a—0 j f f l 
Jusqu'ici les nombres, dont nous avons considéré les diviseurs, 
étaient positifs ; maintenant nous aurons à considérer ausgi les nom-
bres négatifs, avec la convention que leurs diviseurs devront Être 
pris toujours positivement 
Boit J\x) une fonction quelcouque et posons = S f(x)t eu 
représentant pai- x tous lee diviseurs de k. 
On établit aisément la formule 
H—1 
(13) V ^ i a - w . , « ) | = V cYpi6). (J, m | a), 
a - W io^m 
10 XI, M. Leroh. 
dans laquelle (a — mu, n) représente le pluB grand commun diviseur 
îles nombres a — an», « et à doit parcourir tous les diviseurs de a, 
et enfin & est le diviseur complémentaire 
En prenant en particulier f(x) égal il 1 ou ft x on a 
(14) 
a=0 J 
I * - 1 
H S " ~ I] m I ^ ' 
a=0 o SI l'on fait fix) = g>(tt), ç?(a-) étant la fonction de Gaiu», on 
a F{x) = d'où il suit 
(15) n S (u n) = * •m 1 a) • 
o = 0 
Dans le cas de « — 0 cette formule devient 
(16) 
« = i 
en convenant de représenter par d le pluB grand commun diviseur 
K »)• 
Eu posant mti = , >«„ = , l'équation (16) s'écrira 
a—1 T 
or en représentant par les diviBeura do »«„, le premier membre 
sera égal à l'expression 
(17) 
D s'ensuit donc que Von a 
Sor qudqnoj théorèmes d'arithmétique. H 
Observons que, dans cette formule, nn est un nombre ontier 
quelconque, ainsi que ď, et que «f0 parcourt tous les diviseurs de n» 
et â tous les diviseurs de dn .^ 
Puisque 
est le plus petit commun multiple de rf, <?, on peut écrire 
( 1 7 ) h a0 
NiUadm JtiáJimfcé Cericf SpoWimtt NinV. — Ttakem lira Ed. Offen v Pru*. 
